Struktur und Transzendenzgrad von ηα + 1-Körpern und Ultrapotenzen von Körpern  by Greither, Cornelius
JOURNAL OF ALGEBRA 58, 70-93 (1979) 
Struktur und Transzendenzgrad von rl,+,-Grpern 
und Ultrapotenzen von Kijrpern 
CORNELIUS GREITHER 
Mathematisches Institut der Universitiit Miinchen, 8000 Miinchen 2, Germany 
Communicated by A. Friihlich 
Received January 18, 1978 
1. EINLEITUNG 
Ausgangspunkt der Arbeit ist die Frage nach der Struktur von Ultrapotenzen 
eines Korpers K. Einen Kiirper der Form (nl LQ/nt, m maximales Ideal, nennt 
man ein Ultrupvodukt der Familie (&), wenn der m zugeordnete Ultrafilter 
5 = V - W(4 I x E m) frei ist. Eine UZtrupotenz liegt vor, wenn alle Ki = K 
sind. Wir beschranken uns auf den Fall I = N. 
Die Untersuchung von Ultraprodukten von Kiirpern (oder anderen Struk- 
turen) hat von jeher oft modelltheoretischen Bezug. Wir erwahnen einige 
wichtige B&p&: Der Satz von Ax und Kochen [3], “& f?,((t))/m G & Qp/m” 
(P sei die Menge der Primzahlen) lehrt, da0 fur jeden Satz in der elementaren 
Theorie der bewerteten Kiirper gilt: (fist in F,((t)) richtig * f ist in Q, richtig) 
fur fast alle p. Aus einem Satz von Erdiis et al. [ll] folgt, da8 fur irgendzwei 
abzahlbare reel1 abgeschlossene angeordnete K&per K, L gilt K”/m z LN/m, 
und hieraus ergibt sich, da8 in der elementaren Theorie der reel1 abgeschlos- 
senen angeordneten Korper jede geschlossene Formel beweisbar oder wider- 
legbar ist (sog. Vollstiindigkeit). Bei Ax und Kochen [3] findet man einen 
Isomorphiesatz fur gewisse, sog. K,-pseudo-komplette bewertete Korper, der 
auf manche Ultrapotenzen anwendbar ist. Chang und Keisler ersetzen bei ihrer 
Darstellung der Theorie von Ax und Kochen und von JerSov (unabhangig von 
den erstgenannten) die N,-Pseudo-Komplettheit durch w,-Saturiertheit von 
bewerteten Korpern. Die Beweise beruhen im Prinzip auf der “back-and-forth”- 
Technik, die such wir anwenden. 
Unsere Untersuchungen haben eher algebraische Zielsetzung. Am Ende des 
zweiten Abschnitts findet sich eine modelltheoretische Folgerung, die wir 
gleich angeben werden (s.u.). 
Wir verfolgen zweierlei Probleme: erstens bestimmen wir allgemein den 
Transzendenzgrad einer Ultrapotenz K”/m iiber K. Damit verallgemeinern wir 
ein Ergebnis von Hewitt [15] fur K = 5%. Die allgemeine Formel fur den 
Transzendenzgrad ergibt sich als card(K)‘o, wobei die Abhangigkeit von der 
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Kardinalitat von K wohl das Bemerkenswerteste ist. (3. Abs.) Zweitens 
behandeln wir den Fall K abzihlbar und den Fall K reel1 abgeschlossen genauer 
(der Fall K algebraisch abgeschlossen erweist sich als sehr trivial), und fragen, 
ob alle K&per K”/m isomorph oder sogar isomorph iiber K sind. Aus der 
Arbeit [17] von KeisZer ergibt sich fur abzahlbares K auf beide Fragen leicht 
eine positive Antwort (2.2) aber sein Beweis verwendet Saturiertheit von Ultra- 
potenzen und damit an entscheidender Stelle die Abzahlbarkeit der betrachteten 
Theorie, ist also nicht sofort auf grijBere Kijrper zu verallgemeinern. Eine 
positive Antwort auf die erste (nicht aber die zweite) Frage gibt die bereits 
zitierte Arbeit [I l] fur reel1 abgeschlossene K mit card(K) < C. Dort wird mit 
dem Begriff “Q” von Hausdorff [13] gearbeitet, der fiir eine total geordnete 
Menge in etwa besagt, daB sich zwischen zwei hijchstens abzlhlbare Teilmengen 
immer noch etwas einschieben Ia&. Diese gegenuber dem Saturiertheitsbegriff 
(der sich daraus entwickelt hat) eher altmodische Theorie greifen wir auf, urn 
unter geeigneten Voraussetzungen an den angeordneten Kijrper K such auf die 
zweite Frage positive Antworten zu bekommen. Dafur entwickeln wir eine 
Hilfstheorie iiber &,-K&per (s.u.), wobei sich eine gewisse Dualitat der Begriffe 
i$ und qi zeigen wird. Wir zeigen ferner, dal3 jeder reel1 abgeschlossene rlar- 
Kijrper tiber einem &,-Korper K als angeordneter KiiYper iiber K a,,-saturiert ist. 
K hez$‘t &,-Kiirper, wenn jede nichtleere Teilmenge A van K eine hiichstens abxiihl- 
bare, nach oben konfinale Teilmenge be&t. [w besitzt diese Eigenschaft offenbar, 
es gibt aber such vie1 gr6Bere &,-Korper. Wir beweisen: Je zwei T=+,-K&per 
mit Transzendenzgrad hijchstens N,,, uber einem t;,-Korper K sind iiber K 
isomorph (2.5, 2.6, 2.7). Daraus folgt insbesondere, dal3 (GCH angenommen) 
fur einen CO-Kiirper K mit card(K) ,< c alle KN/ln iiber K isomorph sind. Fur 
K = [w ist dies eine interessante Aussage uber gewisse Nonstandardmodelle 
von [w. (Einen Beweis, daB die Korper KN/ln vi sind, findet man z.B. in [I 11.) 
Entscheidend geht die Tatsache ein, daB die Eigenschaft 5, sich von K 
auf L vererbt, falls tr. deg,(L) < K, . (Es ist nicht einmal sofort klar, da8 sich 
5, auf algebraische Erweiterungen vererbt. Z.B. besitzt der i&-K&per R(t) 
(angeordneter Funktionenkorper in einer Variablen) angeordnete algebraische 
Erweiterungen vom Grad c.) Im 4. Abschnitt, der der Theorie der {,-Korper 
gewidmet ist, werden Aussagen wie die folgende bewiesen: Jeder To+,-Kiirper 
iiber einem &-K&-per hat uber diesem Transzendenzgrad mindestens 2ka. 
Wir verwenden in diesem Abschnitt Hilfsmittel aus der Bewertungstheorie: 
den von Krull stammenden Begriff des maximal vollstandigen Kdrpers, und 
den Begriff des (vollen) Potenzreihenkorpers. Hierzu verwenden wir die soge- 
nannte natiirliche (oder kanonische) Bewertung eines angeordneten Korpers. 
Die Isomorphiesatze dieser Arbeit sind (wie die in [I 11) ohne (CH) resp. (GCH) 
leer. In Abschnitt 5 beschreiben wir eine Konstruktionsmethode fur r],-Korper, 
mit deren Hilfe sich such leicht zeigen IaRt (vgl. Satz 5.2): Falls his= = K, , 
K, regular, so existiert ein reel1 abgeschlossener ya-Kiirper mit N, Elementen. 
Damit haben wir ein Resultat von Alling [la] neu (einfacher) bewiesen, denn 
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ZcN= = N, => N$ = X, . Dann fragen wir nach der Struktur von vi-Korpern 
der (ja kleinstmoglichen) Kardinalitat c fur K, < c. Es zeigt sich, da13 reel1 ab- 
geschlossene Kiirper dieser Art mit allen denkbaren (d.h. regularen) Konfinali- 
tatszahlen nach oben zwischen K, und c existieren. Dies beantwortet eine Frage 
in [I l] negativ. Uber T,-K&per der Form aB”/tn gelingt keine derartige Aussage. 
Wir zeigen nur, gestutzt auf Hechler [14], da8 die Annahme “Alle Iw”/m haben 
Konfinalitat N,” fur n 3 1 bel’ b ie ig zu ZFC konsistent ist. Fur n = 1 ist die 
Annahme K, < c dazu such noch konsistent. 
Wir verwenden standig die klassische Theorie von Artin und Schreier iiber 
reel1 abgeschlossene K&per. Definitionen und die wichtigen Satze findet man 
z.B. bei Lang [18]. W ir erwahnen einige wichtige Fakten: 
(1) Der angeordnete Korper K ist reel1 abgeschlossen 0 K hat keine 
echten algebraischen angeordneten Erweiterungen Q K(z/ - 1) ist algebraisch 
abgeschlossen o Die Summe von Quadraten in K ist nie - 1 und jedes 
fs K[Xj mit f = X* - a2 oder deg(f) ungerade hat eine Nullstelle (ein 
Kriterium, fiir das man die Ordnung nicht kennen mul3). Ein reel1 abgeschlos- 
sener Kijrper hat genau eine Anordnung, und x 3 0 0 x Quadrat in K. Jeder 
Homomorphismus von einem reel1 abgeschlossenen in einen angeordneten 
K&per erhalt die Ordnung. 
(2) Zu jedem angeordneten Korper K existiert bis auf Isomorphie 
eindeutig eine algebraische, reel1 abgeschlossene Erweiterung rK, der reelle 
AbschZu&I von K. Falls K CL, L reel1 abgeschlossen, kann man rK CL wahlen. 
Jeden ordnungserhaltenden Homomorphismus f : Kl + K, kann man eindeutig 
zu rf: rK, + rK, fortsetzen. 
Gelegentlich verwendete Begriffe und Regeln, betreffend Ordinal- und 
Kardinalzahlen, kann man bei Alexandroff [l] finden. 
2. ISOMORPHIE VON ULTRAPOTENZEN VON K~RPERN 
In diesem Abschnitt verwenden wir die Ergebnisse der (mehr technischen) 
Abschnitte 3 und 4. 
Wie tiblich, bezeichne [w die Menge der reellen Zahlen. AuBerdem sei N = 
{I, 2, 3 ,... } und K ein beliebiger Korper. 
Die Menge KN tragt in naheliegender Weise eine Ringstruktur als Produkt. 
Fiir x = (x&~ E KN sei trg(x) : = {; E N / xi # 0} der TrGger von x. 
PROPOSITION. Die Zuordnung @: 
{J 1 3 C KN Ideal) --f (5 / 5 Filter auf iYJ} 
3 ++ {N-trg(x) 1 x E s> 
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stellt eine inklusionserhaltende Bijektion dar, bei welcher den maximalen 
Idealen genau die Ultrafilter entsprechen. 
Beweis. Siehe [19, Theorem 15.51. 
DEFINITION. Ein maximales Ideal m von KN heifit jixiert, wenn @p(m) = 
{A C N j no E A} fur ein n, E N ist. 
Es gelten folgende (bekannte) Aussagen: 
(1) Das Maximalspektrum (= Primspektrum) von K” hangt als topo- 
log&her Raum nicht vom K&per K ab und kann mit der Stone-Cech-Kom- 
paktifizierung eines abztihlbaren diskreten Raums identifiziert werden (Vgl. u.a. 
[19, Aufg. 1581). 
(2) Die Anzahl der nicht fixierten maximalen Ideale in KN ist gleich cc 
[19, Theorem 12.201. 
Falls K, ein Unterkiirper von K ist, werden wir maximale Ideale von K,,” 
bzw. KN, die zum selben Ultrafilter gehoren, mit demselben Buchstaben, z.B. 
m, bezeichnen. Mit dieser Schreibweise gilt dann KoN/nt 4 K”/m, wir erhalten 
mit dieser Konvention also fur jeden Ultrafilter auf N einen Funktor (-)“/m 
von der Kategorie der K&per in sich. 
Fur jedes nicht fixierte maximale Ideal nt von KN heiBt der K&per K”/nt 
eine Ultrapotenz von K. Man hat immer eine kanonische Einbettung K C-P 
K”/m via konstanten Folgen. Uns interessiert die algebraische Struktur von 
solchen Ultrapotenzen als Korpern und such als “Kiirpern uber K”, d.h. als 
K-Algebren. Die folgende Proposition ist bekannt und nicht tiefliegend: 
PROPOSITION 2. I. Sea K ein reel1 oder algebraisch abgeschlossener Kiirper. 
Jede Ultrapotenz von K ist wieder reel1 bzw. algebraisch abgeschlossen. 
Beweis. LB. in [6, Ch. 5, 3.201 oder [IO, 1.4,4.1.9]. (DieProposition hat rein 
modelltheoretischen Charakter.) 
KOROLLAR. Fiir jeden algebraisch abgeschlossenen K&per k und jedes maximale 
nicht jixierte Ideal m von kN gilt 
als Isomorphie van k-Algebren, wobei card(I) = card(k . 
Beweis. Die Behauptung ergibt sich aus Satz 3.1 und Proposition 2.1. Denn 
je zwei algebraisch abgeschlossene Oberkorper von k mit demselben Trans- 
zendenzgrad tiber k sind iiber k isomorph. Der Transzendenzgrad von kN/m 
iiber k ist nach 3.1. genau card(k)ko. 
Fur reel1 abgeschlossene K&per k ist die Situation weit weniger einfach. 
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Dies liegt daran, daB die Operation “reeller AbschluB” nur dann bis auf Iso- 
morphie eindeutig erklart ist, wenn uns noch eine Anordnung vorliegt. Der 
Transzendenzgrad allein ist fur reel1 abgeschlossene Kiirper keine vollstandige 
Invariante (vgl. [2, Satz 1 I]), wir miissen also such die Anordnung beriicksich- 
tigen. Dies ist such sinnvoll, weil mit k such /?/in in kanonischer Weise ange- 
ordnet werden kann: x E kN/l, heil3t positiv, wenn {; E N 1 xi > 0} zum Filter 
von m gehort. 
Bevor wir uns ganz auf angeordnete K&per beschranken, beweisen wir zur 
Abrundung folgenden 
SATZ 2.2. Sei k ein beliebiger Kiirper mit K, < card(k) < c = 8, . ]e zwei 
Ultrapotenzen von k der Form k”/nt sind als Kiirper isomorph, und sogar isomorph 
iiber k, falls k abziihlbar ist. 
Beweis. Nach [6, Ch. 5, L. 2.31 sind zwei Ultrapotenzen k”/ln und kN/n 
beide zu k, also untereinander, elementar aquivalent in der First-order-Theorie 
der K&per und nach [17, Theorem 2.11 und [17a, 2.141 (jeder freie Ultrafilter 
auf einer abzghlbaren Menge ist gut) stets such K,-saturiert. Wenn k abzahlbar 
ist, sind k&/m und kN/n such elementar Hquivalent und N,-saturiert als Modelle 
der Theorie T, der Kijrper iiber k. T, erhglt man aus der Theorie der Korper 
durch Hinzufiigen abzahlbar vieler Konstanten c, , K E k mit der “Bedeutung” 
c, = K E k, und den Axiomen c,, = 0, ci = 1, sowie abzahlbar vieler Axiome 
der Form c, + C~ = c,+,+ = c,+~ , C,C~ = c,,, fiir alle K, A E k. Nach [17, L. 1. I] 
sind also kN/m und kN/n isomorph wie behauptet, denn wegen Bemerkung 3.3 
ist card(kN/m) = card(k”/n) = c = K, . 
Bemerkung. Man braucht die Abzahlbarkeit von k dafiir, daB die Theorie 
T, eine abzahlbare Theorie ist. Anderenfalls gelingt es nicht, zu zeigen, daB 
Ultrapotenzen mit abzlhlbarer Indexmenge saturiert sind. Ein Beispiel in 
[ 17, Ex. 4.51 zeigt, da8 es Theorien mit c Pradikaten gibt, derart daR zwei nicht- 
isomorphe Ultrapotenzen AN/D ein und desselben abzahlbaren Modells A 
existieren. Diese Schwierigkeit ist ahnlich wie beim Verallgemeinern des Satzes 
von Erdos, Gillman und Henriksen auf R-Isomorphie (s.u.). Im induktiven 
Beweis in [l l] hat man es “unterwegs ” immer mit abzahlbaren Teilkorpern 
zu tun und kann die q,-Eigenschaft ausniitzen. Will man Isomorphie tiber R, 
so treten an die Stelle der abzahlbaren die Teilkorper mit abzahlbarem Transzen- 
denzgrad iiber R. 
, 
Satz 2.2 IaBt sich fur uns also nicht verallgemeinern. Deshalb gehen wir den 
von Erdiis, Gillman und Henriksen eingeschlagenen Weg iiber qr-Korper. 
DEFINITIONEN. (1) Sei 01 eine Ordinalzahl und A eine total geordnete Menge. 
A bzw. der Ordnungstyp von A heiBt ya: cj Fur beliebige Teilmengen 
M, NC A mit card(M u N) < X, und M < N (d.h. fur alle x E M, y E IV ist 
7),+1-K6RPER UND ULTRAPOTENZEN 75 
x<y)existierteinz~AmitM<z<N(d.h.fiirallex~1CI,~y~Nistx<x 
bzw. z < y). Hierbei diirfen M oder N such leer sein. 
Ein angeordneter Kiirper heiRt ~-K&per, wenn er als geordnete Menge vol 
ist (Hausdorff [13, p. 18Of]). 
(2) Ein reel1 abgeschlossener Ti-K&per der Kardinalitat R3, he& p- 
K&per. (Reel1 abgeschlossene Korper haben genau eine Anordnung!) 
(3) Sei A wieder eine beliebige total geordnete Menge. A he& &- 
Menge : * (i) Zu jeder Teilmenge B C A existiert eine nach oben konfinale 
Teilmenge B, C B mit card(B,) < N, . Dabei bedeutet “nach oben konfinal,” 
darj zu jedem b E B ein b, E B, mit 6,,> b gefunden werden kann. (ii) Zu jeder 
Teilmenge B C A existiert eine nach unten konfinale Teilmenge B, mit 
card(B,) < X, (lies > fur < in i)). 
Auch hier spricht man gegebenenfalls von angeordneten <,-Korpern. 
Beispiele. Zu (1): F” j d ur e en K&per K C aB ist jede Ultrapotenz P/m ein 
v,-Korper der Kardinalitat c (s. [ 11, Theorem 3.41). Falls K reel1 abgeschlossen 
ist und die Kontinuumshypothese (i.f. kurz CH) gilt, sind diese Ultrapotenzen 
also p-Korper. 
Nach [13, p. 441 existiert hijchstens dann ein T,+,-K&per der Kardinalitat 
K a+l , wenn 2Na = K a+l gilt. Im Abschnitt 5 zeigen wir, dal3 diese Bedingung 
such hinreicht (5.2). 
Zu (2): Aus dem ersten Beispiel ergibt sich: Genau wenn CH gilt, gibt es 
p-Korper. Unser Ziel ist u.a., zu beweisen, da8 je zwei p-K&per, die einen 
Teilkorper von [w enthalten, iiber diesem isomorph sind. 
Zu (3) [w und Q sind sicher &,-Korper. Man kann sich iiberlegen, dal3 mit 
K stets such K(( 2’)) I;,-Korper ist (dies beweisen wir spater mit). Die Anordnung 
auf Q(T)) sei dabei die “gewohnliche”, mit: C_“, KATE < CT, XiTi o Falls 
n = min(i 1 q f hi) < co, dann K, < An. (Fur i < -r sei Ki = 0, fur 
j < -s sei Xi = 0.) 
SATZ 2.3 [ll]. Gelte CH. Dann sind alle p-K&per, insbesondere alle Ultra- 
potenzen liP/m, untereinander isomorph. 
Den Beweis findet man in [ll]. Den Ansatz wollen wir zum Beweis einer 
Verallgemeinerung verwenden (Satz 2.5) und isolieren deshalb zuerst ein Lemma. 
LEMMA 2.4. Seien K’ und L’ beliebige formalreelle Kcrper, K, C K’, L, CL’, 
K, und L, reel1 abgeschlossen, 91: K, --f L, ein Isomorphi’us (der folglich die 
Ordnung erhiilt), t E K’ - K,, . Sei s EL’ derart, daJ fiir alle a, b E K,, gilt: 
a < t < b * v(a) < s < v(b). 
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Dann la& sich y zu 
*: Kdt) - W) 
fortsetaen, wobei # ein ordnungs~rhaltender Isomorphismus mit (Cl(t) = s ist. 
Beweis. Siehe [ll, p. 5451. 
Im Abschnitt 5 interessieren wir uns fur den Fall N, < c. Hier formulieren 
und beweisen wir die angektindigte Verallgemeinerung von 2.3: 
SAT2 2.5. Sei Et, = c und k ein beliebiger I,-Kiirper. Dann sind je zwei reel1 
abgeschlossene v,-Oberkiirper von k mit Transzendenzgrad c iiber k isomorph iiber k. 
KOROLLAR. Zwischen je zwei Nonstandardmodellen von R, die sich als Ultra- 
potenxen von R mit abzahlbarer Indexmenge realisieren lassen, existiert ein Iso- 
morphismus, der alle Standardzahlen fest hi@. 
Bemerkung. Das Korollar folgt nicht aus Satz 2.3, weil in Nonstandard- 
erweiterungen K von aB die Menge Q in IF! nicht mehr dicht liegt. bez. der 
Ordnungstopologie. (Ware dies der Fall, so wiirde das Korollar folgendermaflen 
aus 2.3 folgen: Jeder Isomorphismus, der Q festlaBt, mul3 such Iw festlassen, 
weil er automatisch in der Ordnungstopologie stetig ist.) Man kann sich sogar 
iiberlegen, daB Q in K schon dann bez. der Ordnungstopologie abgeschlossen 
ist, wenn der angeordnete Kijrper K infinitesimale Elemente enthalt. 
Beweis von 2.5. Seien K und L zwei K&per wie im Satz. 
(1) Wahle in K bzw. L eine k-Transzendenzbasis (ti j i E K,) bzw. (si 1 i E Xi). 
(2) Definiere durch Induktion tiber i E K, Tiirme von reel1 abgeschlossenen 
Unterkorpern Ki von K bzw. Li von L mit einer vertraglichen Folge von K- 
Isomorphismen TV: Ki -+ Li , sodaB tr. deg,(&) < N, und (J Ki = K, 
U Li = L. Fur i = 0 nehmen wir K,, := Lo := rk, vu := rid, = idrk . Diese 
Wahl stellt sicher, dal3 alle vi auf k die Identitat sein werden. Der Induktions- 
schritt auf eine Limeszahl i liegt auf der Hand: 
Ki:= uKj, L, := ULj) qJi := uvi. 
iii j<i J<i 
I-+ 2 + 1 = i, i gerade Nachfolgerzahl: Wahle j minimal mit tj $ Ki (wlren 
alle tj in K, , so ware K, = K, und das geht nicht wegen der verschiedenen 
Transzendenzgrade). Nach Voraussetzung haben wir einen Isomorphismus yE: 
K, -L, . tj definiert in K, eine Linksklasse A = {x E K, 1 x < tj} und eine 
Rechtsklasse B = {x E K, 1 x > tj}. Weil K, reel1 abgeschlossen ist, erhalt yps 
die Anordnung, also gilt in L: vi(A) < T,,(B). Da A und B leider nicht abzahlbar 
zu sein brauchen, konnen wir die -q,-Eigenschaft in L nicht direkt ausniitzen. 
Wir wissen nur, daB A und B Teilmengen des Kijrpers K, sind, der iiber k 
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hijchstens abzahlbaren Transzendenzgrad hat. Aus Satz 4.7 folgt jetzt: Es gibt 
abzahlbare Teilmengen A, C A, B, C B, die in A bzw. B nach oben bzw. unten 
konfinal sind. Dann sind such v[(A,) in A und vl(Bo) in B konfinal, und mit 
Hilfe der n,-Eigenschaft von L kijnnen wir jetzt ein z EIJ mit yl(A,) < z < 
qr(B,), also such vi(A) < z <: al(B) findcn. -Sach Lemma 2.4 lPf3t sich p1 
mittels t, - .a zu einem Isomorphismus K,(tj) -L,(z) fortsetzen, der die 
Ordnung erhalt. Damit bekommt man such cinen Isomorphismusvon r(k’,(tj)) ---: 
K,-, nach r(L,(z)) =: L,. i , den man F,-., nennt und der pI fortsetzt. 
l-+ I L 1 = i, i ungerade Nachfolgerzahl: Verfahre cbenso, indem man die 
Rollen von k’, und Lr vertauscht und s, fur 1, liest. 
Durch diese Zickzack-Methode (“back and forth”) wird garantiert, dafl 
(J Ki := K und ULi = L wird. Man sieht nlmlich leicht durch transfinite 
Induktion iiber K,: ii E K2i+2 , si E L2,+, fur alle i E K, , und auBerdem ist u K, , 
und ebenso u1,, , reel1 abgeschlossen. Xach Definition von (so und (ti) ist 
aber r(k(si)) = L, r(k(t,)) = K. Al so ist (J vi ein Isomorphismus zwischen K 
und L. 
Damit ist unser Hauptergebnis iiber [,-Korper bewiesen. 
Bemerkung 2.6. In der Voraussetzung von Satz 2.5 ist der Teil “mit Trans- 
zendenzgrad c” nach 4.10 unnotig stark. 4.10 bcsagt gerade, daB ein Ti-Korper 
uber einem [,,-Unterkorper stets Transzendenzgrad > H, hat. Die Vorausset- 
zung “tr. deg, K < c” erzwingt also, dafl der Transzendenzgrad genau c ist. 
Satz 2.5 1aDt sich sofort auf hiiherc Kardinalzahlcn verallgemeinern: 
SATZ 2.7. Seikn K undL zwei 13, 1 -Kiirper iiher dem &,-Kiirper k. Sei tr. deg, I\‘, 
tr. deg, L < N,,, . Dann sind K und L i&r k isomorph. 
Beweis. Die Transzendenzgrade sind festgelegt, denn genau wie in 2.6 
crgibt sich mittels 4.10, da13 der Transzendenzgrad von K und L uber k gleich 
N,-, ist. Jetzt 1PBt sich der Beweis von 2.5, mit Hilfe von 4.9 statt 4.7, un- 
mittelbar verallgemeinern. (Aus 4.11 folgt: Der Satz ist fur K,+i < 2H* leer.) 
Wir wollen noch eine modelltheoretische Folgerung aus dem Bewiesenen 
ziehen. Dazu benijtigen wir 
LEMMA 2.8. Die Theorie der reell abgeschlossenen a geordneten Kiirper iiber 
einem festen angeordneten Kiirper K, RC, (die aus TK durch Hinzufiigen von < 
und den iiblichen Axiomen von RCF entsteht), gestattet Quantorenelimination. 
Beweis. Nach [21, p. 851 geniigt es zu zeigen: 
(a) RC, erfiillt die “isomorphism condition”. Dies sieht man genau wie 
in [21] fur RCF, da jede Unterstruktur von einem Model1 von RC, ein ange- 
ordneter Ring ist, der K enthllt. 
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(b) RC, erfiillt die “submodel condition”: Wie in [21] zeigt man folgendes: 
Es reicht, fiir angeordnete Korper K CL, CL, , L, , L, reel1 abgeschlossen, und 
Polynome p, ,..., p, ELJ~ sowie b EL, zu beweisen: Es existiert a ELM mit 
p,(a) = 0 *p,(b) = 0 und p,(a) < 0 -pi(b) < 0. Auch dieser Beweis lnBt 
sich genau wie in [21] fuhren. 
Damit ist gezeigt, daR RC, Quantorenelimination gestattet, das heil3t also, 
da13 jede Formel von RC, zu einer offenen (d.i. nur freie Variablen enthaltenden) 
Formel aquivalent ist. Aus dem Beweis des “Quantifier Elimination Theorem” 
bei [21, pp. 84-851 geht zudem hervor: Jede Formelfist zu einer offenen Formel 
Hquivalent, die keine anderen freien Variablen als f enthalt. 
KOROLLAR 2.9. Die Theorie RC, ist vollstiindig und modellvollstiindig. 
Beweis. Siehe Lemma 2 in [21, p. 831 (K ist Primmodell) sowie ex. 16, 
ebenda, p. 99. 
KATZ 2.10. Sei K ein Z;,-Kiirper. Fiir jeden reel1 abgeschlossenen angeordneten 
OberkiCrper L 3 K sind iiquivalent: 
(i) L ist ein YE-K&per. 
(ii) L ist als reel1 abg. angeordneter KijYper w,-saturiert [lo]. 
(iii) L ist als Model1 von RC, w,-saturiert. 
Beweis. (iii) * (ii) und (ii) 3 (i) sind trivial. Zu zeigen bleibt (i) 2 (iii). 
(i) 3 (ii) ist bekannt, vgl. [lo, ex. 5.4.51. 
Sei also A CL, card(A) < N, . Sei z eine freie Variable und r(z) eine Menge 
von Formeln der Sprache L u {ca / a E A}, die hijchstens z frei enthalten. Wir 
nehmen an, da8 r(z) zu Th(L, a)aEA konsistent ist und mussen zeigen, dal3 ein 
b EL existiert, das T(Z) erfiillt. (L sei die Sprache der Theorie der angeordneten 
K&per.) 
Es gibt auf jeden Fall eine Erweiterung E 1 L 1 K und 6 EL, O.E. $ L, das 
r(z) erfiillt. Wir betrachten den Korper L 0 := r(K(A)) CL. Es gilt: tr. deg,(L,) < 
card(A) < N, , also ist nach 4.9 L, ein .$-Korper fur ein /3 < 01. Das Element b” 
definiert in L, einen Schnitt B < b” < C, B u C = L, . In B kijnnen wir eine 
nach oben konfinale Teilmenge B’ und ebenso in C eine nach unten konfinale 
Teilmenge C’ finden, sodaB card(B’ u C’) < HB(vgl. den Beweis von 2.5!). 
Weil nun L ein y,-K&per ist, existiert ein b EL mit B’ < b < C’. Wegen der 
Konfinalitat folgt B < b < C. Da L, reel1 abgeschlossen ist, kann man nach 
Lemma 2.4 die identische Abbildung L, -+ L, derart zu einem Isomorphismus v 
fortsetzen, da8 v: L,,(J) ---f L,,(b), y(b) = b. Nach dem in 2.8 Gesagten kann man 
o.E. alle Formeln von r(z) offen wahlen, und mit dieser Annahme ist klar, da8 
mit 6 such b alle Formeln von F(z) erfiillt, denn dann bauen sich die Formeln 
von r(z) nur aus Pfdikaten, Junktoren, Konstanten c, , und der Variablen z 
auf. Damit ist die Behauptung bewiesen. 
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3. DER TRANSZENDENZGRAD VON AN/m ~BER K, UND EXPLIZITE KONSTRUKTION 
KONTINUIERLICH VIELER TRANSZENDENTER 
Das Hauptergebnis dieses Abschnitts ist 
SATZ 3.1. Bezeichne m stets ein maximales nicht jixiertes Ideal. 
(1) Fiir endliche Kiirper k ist die kanonische Einbettung von k in kf+J/m ein 
Isomorphismus. 
(2) Fur jeden unendlichen K&per k gilt 
tr. deg, k”/m = card(k) unabhiingig von m. 
Beweis. (1) gilt allgemeiner fiir Ultrapotenzen von Mengen ([lo, Ch. 3.61). 
Was (2) angeht, reicht es offensichtlich zu zeigen: tr. deg, K 3 card(k 
(K := k”/m). 
Dies kann in folgende Schritte zerlegt werden: 
(a) tr. deg,(K) > card(k). 
(b) card(K) 3 card(k) 
Begriindung: Angenommen, (a) und (b) gelten. Da k unendlich ist, gilt 
bekanntlich: 
card(K) = card(k) . tr. deg,(K) 
= max(card(k), tr. deg,(K)). 
Wegen (a) folgt card(K) = tr. deg,(K) und jetzt folgt mit (b) die Behauptung. 
Falls k abzahlbar ist, sind wir also fertig; denn tr. deg,(K) kann nicht endlich 
sein (sonst ware K abzahlbar), und die Formel card(K) = c ist in diesem Fall 
relativ leicht zu zeigen (vgl. [6]). Sei also k ab jetzt iiberabzahlbar. Wir benijtigen 
ein Lemma: 
LEMMA 3.2. Seien K CL K&per, i die kanonische Injektion von Ku/m in 
L”/m (iibev die Vmwendung des Buchstabens nt siehe Bern. nach 1 .l). Dann sind 
i(K”/m) und L in Lb/m linear disjunkt iiber K. (Zwei Teilkiirper M,, , Ml eines 
Korpers M he$‘en linear disjunkt iiber M,, , MO C M, , Mz , wenn jede M,,-lin. 
unabhiingige Familie in M, bereits M,-linear unabhiingig ist. Nach [Lang, Intro- 
duction to Algebraic Geometry, p. 491 ist diese Bedingung in M1 und M, sym- 
metrisch.) 
Beweis. Es ist zu zeigen, da0 jede K-linear unabhangige Familie in L bereits 
K”/tn-linear unabhangig in L”/nt ist. Dies ist aber leicht einzusehen. 
Indem man in der Definition der linearen Disjunktheit L und p/m mitein- 
ander vertauscht und ausniitzt, daB eine Familie genau dann algebraisch unab- 
hangig ist, wenn die Familie ihrer Potenzprodukte linear unabhlngig ist, erMlt 
man das 
481/58/1-6 
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KOROLLAR. tr. deg, K”/m < tr. deg, L”/m. 
Wir kehren zum Beweis von 3.1, (2) fur iiberabzal-tlbares K zuriick: 
Bekanntlich ist fur beliebige K&per L, CL, immer card(L,) < N, . card(L,) . 
tr. deg,rL, . Seien speziell L, = K, L, = Primkorper von K =: P. Wegen 
card(P) < K, ergibt sich card(k) < tr. deg$q also card(k) = tr. deg&. Sei 
(t&, eine Transzendenzbasis von K iiber P. Dann ist also card(l) = card(k). 
Wir bilden den Korper K, := P(& C K. Offenbar ist such card(&) = card(k). 
Nach Korollar reicht es zu zeigen: tr. degkOk,“/m 3 card(/#o (= card(K)Xo). 
Wir schreiben fur K, wieder K und haben also eine Reduktion auf den Fall 
“k ist iiber seinem Primkorper rein transzendent mit der Transzendenzbasis 
(t&; card(l) = card(k)” vollzogen. Wir mussen jetzt die Ungleichungen (a) 
und (b) zeigen. 
Beweis van (a). Wir definieren eine mit I indizierte Familie von K-algebraisch 
unabhangigen Elementen von K. Dazu setzen wir fest: Fur x E k sei x : = Klasse 
der Folge (x, x2, x3 ,...) in K”/ut = K. W ir b eniitzen nun die Transzendenzbasis 
(ti) und behaupten, dal3 die Familie (t&, K-algebraisch unabhangig ist. 
Ein gegebenes Polynom P E K[X, ,.,., X,] schreiben wir mit Multiindizes: 
P = C,,,F, . X*, fur alle 01: 0 # F, E K = P(& . Wir zeigen durch Induktion 
iiber deg(P) + n: Fur P f 0 ist P(t, ,..., tn) # 0 (hierbei dient tj als Ab- 
kurzung von til). Dabei diirfen wir annehmen, dal3 die F, E P[t&, sind, denn 
k = Quot(P[t,].,). 
Sei P(ti ,..., t%) = 0. Das heiBt in suggestiver Schreibweise: 
0 = 1 F, t” mit t’:=tF. ... .t:. 
CxGJ 
Fiir alle h E A C N ist also CaFa . (t”)” = 0, wobei B = N - A Trager eines 
Idempotents e aus ut ist. O.E. haben nicht alle Monome ta denselben Grad in t, , 
sonst konnte man namlich in F alle gemeinsamen Faktoren X, ausklammern, 
wobei sich der Grad von F verringert, falls X, iiberhaupt mit positivem Expo- 
nenten auftritt. Andernfalls ist F ein Polynom in n - 1 Variablen. In beiden 
Fallen kann man die Induktionsvoraussetzung verwenden. Also gibt es ein 
0 < m E N und eine Partition J = J1 v J2 mit nichtleeren J1 , J2 , mit: 




fiiralleXEA,wobeiolEJ, ocxE Jundt”hatint,denGradm;a!EJ,-=-ocE J 
und tCL hat in t, Grad hiichstens m - 1. Es gelten 
(#) Die linke Seite der Gleichung ist durch ty^ teilbar. 
(##) Der Grad der rechten Seite der Gleichung in t, ist hijchstens 
max(degtl(Fa) I 0~ E J2) + A . (m - 1). 
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(#) und (##) konnen fur h > max(deg,l(F,) 1 cy E Jz) nur dann beide wahr 
sein, wenn beide Seiten der Gleichung Null sind. Also gilt fiir fast alle X E A: 
z:,,J, F, . to2 = 0. Diese Gleichung kijnnen wir durch ti” kiirzen und erhalten 
fiir fast alle h E A: 
G(tlA,..., t,y = 0 mit G := c F, . X’,!Xlnt. 
aal 
Die Gleichung gilt also fur alle h E A’, wobei N - A’ Trager eines Idempotents 
e’ ist, das fast iiberall mit e iibereinstimmt und deshalb (K(“) C ITT) such in nt 
liegt. Daraus folgt: G(t, ,..., t,) ist Null in K”/m. Der Grad von G ist kleiner als 
der von P, mit der Induktionsvoraussetzung folgt also der gewunschte Wider- 
spruch. (Der Induktionsanfang ist natiirlich trivial.) 
Beweis zlon (b). Wir wollen eine Injektion T: Abb@l, I) -+ K definieren und 
wahlen hierzu eine Partition I = lJ {I, / Y E N} und Bijektionen 9)“: I + 1, , 
Das ist moglich, weil I unendlich ist. 
Fur f : L! -+ I setzen wir T(f) := Restklasse von (x,,), x,~ :== Ct=, t,v(f(v)) . 
Seien f, g~Abb@,I) mit T(f) = T(g). Aus dieser gleichheit folgt: Fiir 
unendlich viele X E N ist 
A A 
c b”W”)) = c t&L)) . 
"=l v=l 
Weil die ti P-linear unabhangig und die Bi(q”), v E N, alle disjunkt sind, mufl 
fiir 1 < Y ,< h vY(f (v)) = py(g(v)), also f (u) = g(v) sein. Das gilt fur unendlich 
viele h, also ist f = g. Q.E.D. 
Bemerkung 3.3. Jede unendliche Menge lal3t sich auf mindestens eine Weise 
mit der Struktur eines iiber dem Primkijrper rein transzendenten Korpers 
versehen. Daraus ergibt sich, da0 wir mit (b) (s.o.) fur eine beliebige Menge M 
gezeigt haben: Die Kardinalitat einer Ultrapotenz M”/g ist mindestens (und 
deshalb gleich) card(lM)Xo. 
Die hier gezeigte Kardinalitatsaussage (b) wird in Standardwerken [6, lo] 
mittels sog. regularer Ultrafilter bewiesen. Der hier gegebene Beweis ist wohl 
eine Vereinfachung. 
4. VOLLE POTENZREIHENK~RPER UND I&,-K~RPER 
Das Hauptergebnis dieses Abschnitts wird der bereits verwendete Satz iiber die 
Vererbung der &,-Eigenschaft von k auf alle K mit tr. deg,(K) < K, sein, aus 
dem insbesondere folgt, dal3 alle angeordneten Kijrper K, die hijchstens abzahl- 
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baren Transzendenzgrad iiber einem Unterkijrper der reellen Zahlen haben, 
&-K&per sind. 
Wir beginnen mit zwei trivialen Lemmata: 
LEMMA 4.1. Ein angeordneter K&per K ist genau dann &, , wenn keine strikt 
monoton wachsenden Abbildungen K, --f K existieren. Insbesondere vererbt sich die 
&,-Eigenschaft auf Unterkiirper. 
LEMMA 4.2. Seien Kl C K, C .. . K&per, und fiir alle n sei K, I$, . Dann ist 
K = LN K, ein 2;,-Kiirper. 
Beweis. Sei A C K gegeben. Zu jedem A, := A n K, wahle eine hijchstens 
abzahlbare, in K, nach oben konfinale Teilmenge A:. Die Menge A’ := 
(JneN A:, ist wieder hijchstens abzahlbar und offenbar in K mit A nach oben 
konfinal. In diesem Argument kann man “oben” durch “unten” ersetzen und 
erhalt die Behauptung. 
Da jeder (reel1 abgeschlossene) Oberkijrper K eines Korpers k mit tr. deg(K) = 
K, aufsteigende Vereinigung abzahlbar vieler (reel1 abgeschlossener) Korper K, 
mit tr. deg,(K,) = n ist, kiinnen wir uns nach Lemma 4.2 auf den Fall endlichen 
Transzendenzgrads uber k konzentrieren. Nach Lemma 4.1 reicht es also, jeden 
reel1 abgeschlossenen (und damit schon jeden angeordneten) Korper K mit 
tr. deg,(K) = n in einem speziellen Korper k(n, K) einzubetten, von dem wir 
zeigen konnen, daB er <a-Kiirper ist. Die Korper k(n, K) werden fur groBe 
Klassen von K’s dieselben sein, sind also in gewissem Sinn universell. Es ist 
daher nicht erstaunlich, daB man sehr groBe Kiirper (in unserer Arbeit volle 
Potenzreihenkorper) nehmen mu8. 
Die nachsten Definitionen und Satze dienen der Konstruktion der k(n, K). 
Sei zunachst k irgendein fester Korper. 
DEFINITIOK. Sei G irgendeine angeordnete abelsche Gruppe. Der K&per 
der vollen Potenzreihen iiber k mit Exponenten in G, i.2. k(G), ist folgendermal3en 
erklart: 
Als Menge sei k(G) :== {f~ Abb(G, k) 1 trg(f) ist wohlgeordnete Teilmenge 
von G}. Wir schreiben f =: CPECf(p) . To. Weiter setzen wir fur p E G, 
f,g E k(G): (f+ g)(p) :=fb) + g(p), (f.g)(~) := L+,+f(4 .g(P)- Piese 
Summe ist in Wirklichkeit endlich, weil die Menge der a mit der Eigenschaft 
f(a) =+ 0 und g(p - a) # 0 nach Vor. iiber f und g zugleich wohlgeordnet 
und anti-wohlgeordnet und deshalb zwangslaufig endlich ist.) 
Nach l-8, Ch. 6, 93, ex. 21 (Spezialfall G = R) oder nach [18a] machen diese 
Definitionen k(G) zu einem Korper. 
Falls k angeordnet ist, nennen wir ein Elementf E k(G),f # 0, positiv, wenn 
f(min(trg(f))) in k positiv ist. Dadurch wird eine Anordnung von k(G) 
definiert, die diejenige von k fortsetzt. f (min(trg(f ))) he& Leitkoejizient vonf, 
und ord(f) : = min(trg(f)) die Ordnung von f. 
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SATZ 4.3. Sei char(k) = 0, k algebraisch bzw. reel1 abgeschlossen. und die 
Gruppe G teilbar. Dann ist such k(G) algebraisch bzw. reel1 abgeschlossen. (G 
teilbar: e Vn E h - (0): nG = G.) 
Beweis. Siehe Alling [la, Bern. vor 3.11. 
Bemerkung 4.4. Man kann zeigen (vgl. [22, p. 53]), da13 fiir jeden algebra&h 
abgeschlossenen K&per k der Char. 0 such der Kijrper ind lim k((T’/“)) g 
(f~ k(R): 3n mit trg(f) C (I/n)Z C R} algebraisch abgeschlossen ist. Dieser 
Satz ist in Charakteristik p falsch! (Vgl. [7, p. 286, Bern. sowie p. 287, Aufg. 61.) 
Wir steuern jetzt auf den Satz zu, daR fiir eine i$-Gruppe G und einen &,- 
Kiirper k der K&-per k(G) & ist. Dazu vereinbaren wir folgende Schreibweise: 
DEFINITION. Sei k ein beliebiger Korper, und f, g E k(G). f und g sind also 
Abbildungen G --f k. Wir schreiben 
f = g mod T>a, 
falls f /(-m,ol = g /(-m,al , und Hhnlich 
f =gmodTa, 
fausf Ic~,.~I = g l(-m.a~ (a E G). 
LEMMA 4.5. K sei ein angeordneter Kiirper, G eine angeordnete abelsche 
Gruppe, die als Menge [,, ist, und sei A eine Teilmenge von K(G), die kein gr@tes 
Element besitxt. Dann exist& in A immer eine nach oben konjinale Teilmenge C 
einer der folgenden vier Typa: 
01: C = {h7 ) r E [), wobei 5 eine abxahlbare Limeszahl ist und mit e&r 
Folge (e7)TES C G gilt: u < r S- h, = h, mod T>eg, (hT) und (e7) 
monoton wachsend, ord(h,+, - h,) = e,,, fur alle 7. 
02: c = lfo -tfa I a E A’}, wobei A’ C K, und fur ein y0 E G gilt 
ord( fn.) = y0 fur alle a E A’, fa(y,,) = Leitkoefizient von fa = a fur 
alle a E A’, A’ hat kein groj3tes Element. 
03: C = (fO - g,$ / i E N}, ai E G monoton wachsend, 0 < gEi , ord(g,() = 
oli fiir alle i. 
Q4: C = {fO + gci 1 is N}, Q E G monoton fallend, 0 < gei , ord(gJ = 
ci fiir alle i. 
Beweis. Durch transfinite Induktion iiber y E N, definieren wir folgende 
Gr%en: 
e, E G, (e,) strikt monoton steigend, 




(#I): h = h, mod T>ey fiir hE A, h > h,. 
(#2): ord(h, - h,_,) = e, , falls y Nachfolgerzahl. 
Diese Konstruktion fuhren wir unter der Annahme durch, da0 es in A &ine 
nach oben konfinale Teilmenge der Typen 01-04 gibt. Wenn die Konstruktion 
gelingt, ist der Beweis fertig, denn in G kann es keine mit K, indizierte strikt 
monoton wachsende Folge (e,,) geben (G ist c,!). 
Induktionsanfang: y = 0 
1. Fall: A < 0. Fur f, f’ < 0, f, f’ E k(G) gilt ord(f) < ord(f’) 3 
f < f ‘. Betrachte G 3 M := ford(f) / f E A). Hat M kein griif3tes Element, 
wahle eine strikt monoton wachsende, abzahlbare, in M nach oben konfinale 
Folge 01~ e M und Elemente fui E A mit ord( fui) = CQ . Dann ist {fa, / i E h!} 
konfinal vom Typ 03. Nach Annahme kann das nicht sein, also hat M ein 
grijljtes Element qO. Somit gilt also fur einen nichtleeren oberen Abschnitt A’ 
von A: f c A’ =c- ord(f) = y0 . Wir vergleichen jetzt die Leitkoeffizienten der 
f E A’; .d := {a E K ( a ist Leitkoeff. eines f E A’). Wenn A kein gr6Btes 
Element hat, wahlen wir zu jedem a E A ein fa E A’ mit dem Leitkoeffizienten a. 
Die fa bilden dann eine Menge vom Typ 02, die in A’ und damit such in A 
nach oben konfinal ist. Auch das ist nach Annahme ausgeschlossen, also hat B 
ein gr6Btes Element a,,, . Fur einen nichtleeren oberen Abschnitt A” C A’ gilt 
folglich: f E A” => Leitkoeffizient von f ist amax (und ord(f) = cp,,) a f s 
amax TWO mod T%. Setze e, := qo,,  h, E A” beliebig. Damit ist (#l) erfiillt, 
und Bedingung (#2) ist leer. 
2. Fall: A n (0, 00) # ia. (Der Fall max(A) = 0 ist ausgeschlossen.) 
Wir gehen zu dem oberen Abschnitt A n (0, co) iiber, d.h. wir nehmen gleich 
an: 0 < A. Jetzt gehen wir fhnlich vor wir oben. Man setzt M = Cord(f) 1 
f~ A} und zeigt durch Widerspruch, da8 M ein kleinstes Element hat (fur f, 
f’ E k(G), f, f’ > 0 gilt ord(f’) < ord(f) 3 f <f’). Hierbei ist “Typ 03” 
natiirlich durch “Typ 04” zu ersetzen. Fur einen nichtleeren oberen Abschnitt 
A’ von A gilt also wieder: f E A’ = ord(f) = qua . Der Rest des Verfahrens 
(Konstruktion von A, A”, e,, , h,) lauft so ab wie im 1. Fall. 
InduktionsschluJ y + y + 1. WirbetrachtenA*:={fEAIf >h,}.A* # 
0, denn A hat kein griif3tes Element. Wir transferieren A* urn -h, und erhalten 
0 < A** := A* - h, , und fiirf E A** gilt ord(f) > e,, nach Vor. (#l) fury. 
Mit der Menge A** fiihren wir jetzt dasselbe durch wie mit A im zweiten 
Fall des Induktionsanfangs: entweder erhalten wir sofort eine konfinale Teil- 
menge von A** vom Typ 174, was nach Annahme nicht geht, oder das Mini- 
mum q+, (s.o.) wird angenommen. Insbesondere ist dann y,, > e,, . Wie oben 
erhllt man einen nichtleeren oberen Abschnitt A” C A** mit f E A” =P f = 
amax . Tao mod T%, wobei amsx ein festes Element von K ist (hierbei verwendet 
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man, wie schon oben, dal3 nach Annahme in A** keine konfiriale Teilmenge 
vom Typ 02 existiert). Wir setzen e,,, : = pO , h,,, : = h, + g, g E A” beliebig. 
Damit ist (#2) fiir y + 1 erftillt. Sei h > h,,, E A. Es folgt: h -- h, E A**, mit 
h - h, > g a h - h, E A” * h - h, 3 g mod T>“v+l. Zur letzten Kongruenz 
addieren wir wieder h, und erhalten h = g + h, = hy+i mod T>ey+l, also gilt 
such (#l) fur y + 1. 
InduktionsschZuJ auf y = sup(yi 1 i E N), yi < yz < ... Die Menge {h,l , 
h } ist vom Typ 01, also nach Annahme in A nicht nach oben konfinal. 
V?ii”konnen also wieder den nichtleeren Abschnitt A* := {f E A / f > hy, 
fur alle i E N} betrachten. Nach Induktionsvoraussetzung sind die h,,$ in gewissem 
Sinn kompatibel: man sieht leicht, dal3 ein h* E K(G) mit: h* =: hvi mod T>e~i 
fur alle i existiert. (Dies fallt unter die sogenannte Hi-Pseudokomplettheit von 
K(G).) Fur f E A* gilt: f = h,,i mod T+i fiir alle i nach I.V., woraus leicht 
folgt: ord( f - h*) > qi fur alle i. Wir bilden wieder die transferierte Menge 
A** := A* - h* und unterwerfen A ** derselben Prozedur wie A im Induk- 
tionsanfang (hier braucht man wieder beide Falle). Genau wie dort kommt man 
unter der Annahme, da0 keine konfinalen Teilmengen vom Typ 02-4 in A 
existieren, zu einem q+, und einem nichtleeren Abschnitt A” von A** mit den 
dort angegebenen Eigenschaften. Insbesondere gilt fur b, c E A”: b = c mod T>%. 
Wir setzen e, : = qO , h, := h* + g, g E A” beliebig (also h, E A). (#2) ist hier 
eine leere Bedingung, wir prtifen (#l): Sei h E A, h > h, . A* - h* ist ein 
AbschnittvonA-h*,undh,-h*EA*-h*=A**,alsoistauchh-h*E 
A**. Folglich impliziert die Tatsache h - h* > g die Aussage h - h* E A”. 
+h-h*~gmodT>~~~h~h*+g=h,,modT>%. Q.E.D. 
Damit ist 4.5 bewiesen. Als unmittelbare Folgerung ergibt sich 
SATZ 4.6. Fib jede I,-Gruppe G und jeden &,-K&per K ist K(G) ein c,,- 
K&per. 
Beweis. Besitze A C K(G) kein Maximum. Zu A kann man nach 4.5 
eine konfinale Teilmenge C des Typs 01-04 wahlen. In den Fallen 01, 3, 4 
ist C von Haus aus abzahlbar. Im Fall 02 hat man eine ordnungstreue Bijektion 
C -+ A’, A’ C K durch f + Leitkoeff. von f-f0 . Nach Voraussetzung iiber 
K besitzt A’ und damit such C eine hijchstens abzahlbare nach oben konfinale 
Teilmenge. 
Jetzt beweisen wir das Hauptergebnis dieses Paragraphen: 
SATZ 4.7. Jede angeordnete Erweiterung K 3 k eines [,,-K6rpers k mit h&hstens 
abziihlbarem Transzendenzgrad iiber k ist selbst ein &Kiirper. 
KOROLLAR. Mit k ist such der reelle AbschluJ rk ein &K&per. 
Bemerkung. Die Voraussetzung des Satzes iiber den Transzendenzgrad ist 
notwendig, wie man durch Adjunktion “immer infinitesimalerer” Transzen- 
86 CORNELIUS GREITHER 
denter an Iw leicht einsieht. Andererseits ist der Satz nicht umkehrbar, wie das 
Beispiel Iw C [W((T)) lehrt ([W((T)) ist [a , aber der Transzendenzgrad der 
Erweiterung ist c). 
Beweis des Satzes. Am Anfang des Abschnitts fiihrten wir aus, da0 wir uns 
auf den Fall des Transzendenzgrads n, n E N, beschranken konnen. AuBerdem 
diirfen wir K als reel1 abgeschlossen voraussetzen. 
Wir definieren eine nichtarchimedische Bewertung V auf K: Sei K, = 
{x E K* 1 3qr , qa E Q+ C K: qr < 1 x 1 < 4s). Dies ist eine multiplikative Unter- 
gruppe von K*. Setze T(K) := K*/K, . T(K) ist in kanonischer Weise ange- 
ordnete Gruppe: 0 := [l] E T(K), [x] > [y] : 0 j x/y 1 < E fur alle positiven 
E E Q. (sic!) 
Sei V = [-I: K* --f T(K). Dann ist V eine nichtarchimedische Bewertung. 
EsistnPmlichfiirx#-y~K*:V(x+y)=V(~x+y~)~V(~x~+~y/)~ 
V(2 . ma4 x I, I y I)) = Vb=(I x II I Y I) = min(v(l x I), V(l Y I>> = mWW, 
V(y)). Dabei wurde beniitzt, da8 V(z) = V( ( x I) fur z E K und da8 fiir 0 < x < 
w E K gilt V(w) < V(x). 
Der Restklassenkorper von K bei V ist ein Unterktjrper der reellen Zahlen. 
Dazu uberlegt man sich, da8 der Bewertungsring R von K aus gerade den 
Elementen von K besteht, die gegeniiber Q C K dem Betrag nach nicht unend- 
lich groB sind, und da8 das Bewertungsideal p aus gerade den Elementen besteht, 
deren Betrag gegeniiber Qs infinitesimal ist. Wir definieren ~JJ: R/p -+ iw, [x] -+ 
sup,(r E Q ( Y < X) < + a3. q~ ist wohldefiniert und injektiv, denn fiir X, y E R 
gilt: supn(r E Q 1 Y < x) = supn(r E Q I r < y) genau dann, wenn x - y 
infinitesimal ist. AuBerdem ist q~ offenbar homomorph. 
Fur je zwei angeordnete K&per K CL hat man das kommutative Quadrat 
K c L 
Das folgende Lemma ist fiir sich schon interessant: 
LEMMA 4.8. Der reel1 abg. K6rper K ist genau dann &,-K&per, wenn r(K) 
&,-Gruppe ist. 
Beweis. Sei K C [w der Restklassenkorper von (K, V) (s. oben). Man sieht 
leicht, da0 K reel1 abgeschlossen ist. Nach [20, Ch. 2, Def. 8, 9, Thm. 51 existiert 
eine Erweiterung L des bewerteten Korpers K, die dieselbe Wertegruppe V(L) = 
I’(K) =: I’und denselben Restklassenkorper k wie K hat und auRerdem maximal 
mit dieser Eigenschaft ist (solch ein L he& maximal voZlst&dig). Wir zeigen, 
dalj L reel1 abgeschlossen ist. Wegen i = (--1)1/s $L (sonst kijnnte k nicht 
formalreell sein) reicht es zu zeigen: L(i) ist algebraisch abgeschlossen. Durch 
V’(a + ib) : = min( V(a), V(b)), a, b EL, wird eine Bewertung von L(i) definiert, 
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wie man ohne groDe Miihe verifiziert, und der Restklassenkorper ist K(i). Nach 
[20, Ch. 2, Thm. 6, 7] ist (L, V) ( we g en “maximal vollstandig”) henselsch, nach 
[23, p. 178, car. 21 also such die algebraische ErweiterungL(i). In [5, p. 4471 
werden folgende hinreichende Bedingungen dafiir gegeben, daB ein bewerteter 
Korper algebraisch abgeschlossen ist: 
(a) die Wertegruppe (in unserem Fall also r) ist teilbar, 
(b) der K&per ist in seiner Bewertung henselsch, 
(c) der Restklassenkorper (in unserem Fall k(i)) ist algebraisch abgeschlos- 
sen. 
Alle drei Bedingungen werden vonL(i) erfiillt. Q.E.D. 
Weil L also reel1 abgeschlossen ist, kann man aus jedem positiven Element von 
L, die positive n-te Wurzel in L ziehen, die wieder in L, liegen muB. Also ist die 
abelsche Gruppe L,+ teilbar. Wir betrachten die exakte Sequenz 
O-+Ke(V)nL*++L*++r+O. 
Da Ke( V) n L*+ # L,+ teilbar (= injektiv, siehe [Maclane, Homology, p. 931) 
ist, zerfallt die Sequenz, d.h. der Epimorphismus V: L*+ -+ I’ besitzt einen 
homomorphen Schnitt v: r -+ Lx+. Nach [16a, p. 3151 existiert ein zu k iso- 
morpher Unterkiirper K’ von L mit I’(‘(k’*) = 0. Die Kijrper M := @(v(y) 1 
ygT)CL undP:=k(PIyEr)Ck(r) sind offenbar als bewertete Kiirper 
isomorph. L ist eine maximal vollstandige Erweiterung von M mit gleicher 
Wertegruppe und gleichem Restklassenkorper wie M, und dasselbe gilt fur die 
Erweiterung PC K(r), denn K(r) ist nach [20, p. 51 unten] maximal voll- 
standig. Nach dem Eindeutigkeitssatz [I6a, Thm. 51 sind also L und K <J’> als 
bewertete Kijrper isomorph, woraus die Existenz einer (von selbst ordnungs- 
treuen!) Einbettung K--f K(r) folgt. Die Implikation “von r nach K” folgt 
jetzt aus Lemma 4.1 und Satz 4.6. 
(Bemerkung. Die Voraussetzung “K reel1 abg.” ist hier iiberfliissig. Weiter 
unten zeigen wir ntimlich, daD sich die Eigenschaft “r( -) ist 5,” von K auf den 
reellen AbschluD vererbt. Die leichte Richtung des Lemmas 4.8 zeigen wir 
ohnehin fur beliebige angeordnete Kijrper K.) 
Die andere Implikation ergibt sich leicht aus den ersten Teil von Lemma 4.1: 
Wenn x, , OL E N, , eine strikt monoton wachsende Folge in Y(K) ist und X, = 
[z,], Z, > 0 fur alle 01, so ist x, eine strikt monoton fallende Folge in K. 
Wir fahren im Beweis von 4.7 fort: Nach dem Lemma 4.8 miissen wir nur 
noch zeigen, dab I’(K) eine &,-Gruppe ist, wobei wir schon wissen, daB T(k) 
eine &,-Gruppe ist. T(K) ist teilbar, weil man in K aus jedem positiven Element 
die m-te Wurzel ziehen kann. Als abelsche Gruppe ist T(K) also ein Q-Vektor- 
raum. Wir wollen zeigen: rk(T(K)/T(k)) < n (= tr. deg,(K)). Dabei ist der 
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Rang rk einer abelschen Gruppe A die Maximalzahl Z-linear unabhlngiger 
Elemente in A. 
Wir nehmen also an, die Elemente [x1],..., [xn+J E r(K) wHren modulo T(k) 
Z-linear unabtingig. Behauptung: Die xi sind k-algebra&h unabhlngig. 
Beweis: Sei 0 f P = Cat, r,Xa E k[X, ,..., X%+J, r, # 0 fiir a E I. Dann sind 
die Elemente I”(Y~ xi1 . ... ~2:‘) = V(Y,) + zT=:’ 01~ . [xi] fiir alle 01 E I 
verschieden, da V(Y,) E I’(k) C r(K). Weil I/ nichtarchimedisch ist, kann die 
Summe 2 Y,X” nicht Null sein. 
Bezeichne nun B C r(K) die kleinste teilbare Untergruppe, die P(k) umfaDt. 
B = uiEN (1 /i) . I’(k), und die Gruppe (1 /z’) . T(k) ist zur angeordneten Gruppe 
T(k) isomorph. Als abzghlbare Vereinigung von l,,-Gruppen ist (Hhnlich wie in 
4.2) B selbst eine I;,-Gruppe. Aus der Vektorraumtheorie und der oben bewiese- 
nen Rangabschltzung folgt, daI3 eine Untergruppe C von r(K) existiert mit 
B @ C = r(K) und rk(C) < rk(T(K)/T(k)) < n. C is torsionsfrei und teilbar 
von endlichem Rang, also abzlhlbar. AuRerdem ist I’(K) = UceC c + B, wobei 
jede Nebenklasse c + B eine &,-Menge ist. Wiederum folgt mit einem Hhnlichen 
SchluB wie in 4.2, da0 r(K) i& ist, was zu beweisen war. 
FOLGERUNG 4.9. Sei wie in 4.7 k ein &,-K&per und K ein angeordneter 
Oberkiirper von k mit Transzendenzgrad hijchstens N, iiber k. Dann ist K ein 
cm-K&per (wobei i& analog wie {,, definiert ist, ersetze in der Definition “hijch- 
stens abzghlbar” durch “h6chstens von der Kardinalitst K:). 
Beweis. K ist gerichteter Limes von < K, TeilkGrpern, die alle endlichen 
Transzendenzgrad iiber k haben, nach 4.7 also &, sind. Die Behauptung folgt 
aus einer naheliegenden Verallgemeinerung von 4.2 auf I;,-Mengen. 
Bemerkung. Die Beweise von Lemma 4.5 und Lemma 4.8 sind so angelegt, 
da0 sie sich sofort auf hiihere Kardinalzahlen iibertragen, ebenso der eigentliche 
Beweis von 4.7. Die Behauptung von Folg. 4.9 gilt also sogar dann, wenn k nur 
5, und nicht unbedingt schon 5, ist. 
KOROLLAR 4.10. Sei k ein &Kiirper und k C K ein ~u+l-K6rper. Dann ist 
tr.degdK) 2 K,, . 
Der Beweis ist wegen 4.9 klar, denn die Eigenschaften 1, und ?=+I schlieaen 
einander offenbar aus. 
Bemerkung 4.11. Unter denselben Voraussetzungen wie in 4.10 gilt sogar: 
tr. deg,(K) 3 2*a 
Beweis. Man kann leicht folgendes zeigen: Wenn G eine qa+l-Gruppe ist und 
H C G eine Untergruppe mit der Eigenschaft ist, da13 G/H in kanonischer Weise 
wieder angeordnet werden kann (d.h. konvex) und da6 auI3erdem in H ein nach 
oben konfinales Teilsystem mit hachstens K, Elementen existiert, dann ist G/H 
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wieder ~,+r . Daraus folgt erst einmal: Mit K ist such r(K) = K*/K, Q+, , 
denn Q ist in K, nach oben konfinal. Da aber mit K ebenfalls F(‘(K) 5, ist, folgt: 
Wenn H := (2 E r(K) ) 3y E r(k): / x / < ) y I}, so ist H eine Untergruppe von 
T(K) mit den eben beschriebenen Eigenschaften, und somit ist r(K)/H Q+~- 
Gruppe. Nach einem schon fruher erwahnten Ergebnis von Hausdorff hat 
F(K)/H mindestens 2”= Elemente, woraus folgt: 2Ha < rh(F(K)/H) < &CT(K)/ 
r(k)). Wie im Beweis von 4.7 fur 72, so zeigt man allgemein: rh[I’(K)/r(h)) < 
tr. deg,JK). Dies ergibt die Behauptung. 
5. EINE KONSTRUKTIONSMETHODE FUR T,-K~RPER, 
UND DIE STRUKTUR VON T~-KGRPERN IM FALL 7 (CH) 
Im Abschnitt 2 haben wir mit Hilfe der Kontinuumshypothese die Isomorphie 
gewisser q,-K&-per iiber irgendeinem <a-Korper, und damit insbesondere 
die Isomorphie aller Ultrapotenzen RN/m tiber R bewiesen. Das Folgende ist 
durch die Frage motiviert, inwieweit Satz 2.3 fur Et, < c falsch ist. Es gelingt 
uns nicht, zu zeigen, dal3 in diesem Fall nichtisomorphe Ultrapotenzen UP/m1 s 
R?/nt, existieren. Immerhin kijnnen wir eine in [ll] gestellte Frage negativ 
beantworten und gewisse Aussagen iiber die Konsistenz von Annahmen, die 
die Ordnungstruktur von RN/m betreffen, zur Mengenlehre ZFC machen. 
Zuerst brauchen wir ein Konstruktionsverfahren fur q,-Korper, urn zeigen 
zu kiinnen, da13 nicht alle Quasi-p-Korper im Falle N, < c isomorph sind (das 
ist die eben erwahnte Frage). Dabei nennen wir sinnvollerweise Quasi-p-Korper 
solche K&per, die ~7~ und reel1 abgeschlossen sind und c Elemente haben. 
Aus 4.11 folgt, da8 Quasi-p-Korper tiber R stets Transzendenzgrad c tiber R 
haben. 
LEMMA 5.1. Sei K ein reel1 abgeschlossener Kcrper, A, B C K, A < B ein 
Schnitt ohne L6sung in K. Dam l@t sich die Anordnung von K derart auf K(X) 
fortsetzen, day in K(X)giEt A < X < B. 
Beweis. Wenn K’ eine angeordnete Erweiterung von K ist und s E K’ mit 
A < s < B, so liefert, weil K reel1 abgeschlossen ist und s $ K, die Abbildung 
X ++ s einen algebraischen Isomorphismus K(X) E K(s) C K’, mit dessen 
Hilfe man K(X) wie gewiinscht anordnen kann. 
In der Sprache der first-order Theorie der angeordneten Korper iiber K 
(vgl. den Beweis von 2.2) betrachten wir die Formelmenge ‘@ := Axiome von 
TK u {c, < t < cb 1 a E A, b E B} (t neue Konstante). Trivialerweise besitzt 
jede endliche Teilmenge von N ein Model1 (man kann K nehmen), also besitzt 
nach dem Kompaktheitssatz ganz 2I ein Model1 M. Wir haben K C M (nach 
Konstruktion von TK), und die Interpretation von t tut das Verlangte. (Vgl. etwa 
PL P. 691.) 
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Jetzt beweisen wir einen Satz iiber die Existenz von gewissen Erweiterungen, 
die vti-K6rper sind. Im Beweis erscheint unsere Konstruktionsmethode, die wir 
(modifiziert) anschliel3end noch beniitzen. 
Wir erinnern an folgende Definition: Eine Kardinalzahl N, heil3t reguliir, 
wenn sie nicht Limes einer Familie F, card(F) < N, , von kleineren Kardinal- 
zahlen sein kann. ~,+r ist stets regular. 
SAT-Z 5.2. Sei K reel1 abgeschlossen mit N, Elementen. Falls die Kardinalzahl 
X, rep&r ist, kann man Kin einen reel1 abgeschlossenen ~,-li;iiper der Kardinalitiit 
< x:Nz einbetten. (Fiir Kardinalzahlen f, g ist f<g := sup(fe 1 e < g).) 
Beweis. Fur einen beliebigen reel1 abgeschlossenen Korper L definieren wir 
eine Erweiterung LO, die reel1 abgeschlossen ist und in der alle Schnitte A < B, 
A u B CL, card(A u B) < K, , eine Losung haben. Sei S = {(A, B) / A u B C 
L, card(A U B) < N, , A < B}. Es ist card(S) < card(L)<“-, also kijnnen wir S 
mit Indizes aus card(L)cN= abzahlen. Fiir i E card(L)cNa werde Li+l aus Li folgen- 
dermal3en gewonnen: Falls der Schnitt A, < B, in L, schon l&bar ist, setze 
Li+l := Li . Andernfalls adjungiere nach Lemma 5.1 ein transzendentes Element 
ti mit A, < ti < Bi und schliel3e den erhaltenen angeordneten K&-per reel1 ab. 
Fur Limeszahlen i sei wie iiblich Li der induktive Limes der bereits kon- 
struierten L, , j < i, und L, : = L. Wie man sofort sieht, leistet L@ : = ind lim Li , 
i < card(L) cx=, das Gewiinschte. Uns interessiert jetzt die Kardinalitat von LO. 
Alle L, sind unendlich, also ist card(L,+r) = card(L,). Fur Limeszahlen i gilt 
card(L,) < card(i) . sup(Lj) / j < i). E s ist leicht, aus diesen beiden Aussagen 
durch Induktion iiber i < card(L)<ke zu beweisen: card(L,) < card(L)<“a. 
Dann ist aber such card(L@) < card(L)<**. 
Jetzt sol1 der Schritt von L auf L@ noch iteriert werden, und zwar iiber j < Et, . 
(Mit weniger kommt man nicht aus.) Wir setzen also L(O) : = K, L(j+l) : = L(j)@, 
und fur Limeszahlen j sei L(i) der induktive Limes der L(k), k < j. i? := ind 
lim L(i) ist dann eine Erweiterung von K, in der jeder Schnitt A < B; A, B C I?, 
card(A U B) < K, , eine Losung hat. Weil namlich N, regular ist, existiert ein 
j, < K, mit A u B C L(~Q), also hat der Schnitt A < B schon in L(W) C I’? 
eine Losung. R ist auBerdem als Limes derL(j) reel1 abgeschlossen. Zu bestimmen 
bleibt die Kardinalitat von I?. Wir zeigen durch Induktion iiber j: card(L(i)) < 
N?. Fur Limeszahlen j hat man card(Lo)) < card(j) . sup(card(L(*)) 1 k < j), 
und card(j) < H, < ~;~a, hier funktioniert der InduktionsschluB also offenbar. 
j = 0 ist ganz trivial, und um den Schritt von j auf j + 1 zu beweisen, mul3 man 
offenbar zeigen (vgl. 0.): 
Es ist (NE ) <*u <*a = sup(($“a)b 1 b < N,), (N:ke)b = card(Abb(b, N:~*)), und es 
gilt : 
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= &-I Abb(b, xc’), (wegen K, regular, b < NJ 
OL 
dS0 
(Xyyb =w&l xp = ;<“xp Xfe (wegen b < K,) 
a a 
Damit ist Satz 5.2 gezeigt. Wir werden im folgenden auf die Operation L -+ LO 
zuriickgreifen, ebenso wie auf die gezeigten Kardinalitltsabschltzungen. 
SATZ 5.3. Sei N, < c. Dann existieren xwei Quasi-p-K&per KI und K, mit 
cf (KI) = XI und cf (K,) = K, . Dabei bedeutet cf (A) die Konfnalitiitszahl der 
geordneten Menge A nach oben: cf(A) = min(card(B) 1 B C A nach oben kon- 
f&al). Insbesondere sind die Kiirper KI und K, nicht isomorph, denn ein Isomor- 
phismus reel1 abgeschlossener K&per erhalt automatisch die Ordnung. (Ein Ana- 
logonfiir yl-Mengenjndet man bei [lla].) 
Beweis. Zur Konstruktion von KI modifizieren wir den Schritt - @ aus 
5.2 wie folgt: Fur einen beliebigen reel1 abgeschlossenen Korper L setzen wir 
LO := reeller AbschluB von L@(t), wobei t eine Variable und L@(t) derart 
angeordnet sei, dalj 0 < t < E ist fur alle positiven E EL@. (Dies ist die Ein- 
schrankung der “lexikographischen” Anordnung auf dem Potenzreihenkorper, 
die wir friiher schon erwahnt haben.) 
Den Schritt L tt LO kann man genauso wie den Schritt L H L@ iterieren, 
weil sich an den Kardinalitaten nichts andert. Wortlich genauso wie in 5.2 zeigt 
man, da8 man mittels L(O) = R und ol : = 1 mit dem K&per I? einen reel1 abge- 
schlossenen T,-Kiirper der Machtigkeit c*o = c erhalt, der [w umfaBt. Nach 
Konstruktion ist die Familie {x9 1 i < N,} in I? konfinal, wenn gilt: xj E L(j+‘), 
und L(j) < xj in L(j+l). Da fiir jedes L das Element t-l EL@(t) die Bedingung 
L < t-l erfiillt, gibt es xi mit den verlangten Eigenschaften. Also hat KI := K 
die Konfinalitatszahl K, (abzahlbare konfinale Teilmengen kann es im v,-Korper 
KI nicht geben). 
Zur Konstruktion von K, verwenden wir die Operation L H LO ebenfalls, 
iterieren sie aber diesmal iiber j < K, . K2 := limjeK L(j) ist dann ein reel1 
abgeschlossener qr-Korper (der Beweis aus 5.2 iibertragtsich wieder). Genau wie 
oben erhalt man eine konfinale Teilmenge (xj lj < X,}. Nehmen wir an, daB 
such die Folge si , i < Xl konfinal ware. Zu jedem i kann man ein j(i) < X, 
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finden mit si < xjti) . Das Supremumj,, derj(i), i < N, , ist kleiner als K, . Da 
die si konfinal und die xj monoton wachsend sind, folgt fiir j,, <j < K,: KZ < xi , 
ein offensichtlicher Widerspruch, weil K, kein griiDtes Element hat. Also 
hat K2 die verlangte KonfinalitHtszahl. Eine Inspektion des Beweises von 5.2 
liefert, da8 die Kardinalitztsabschltzung card(l(j)) < ~(~1 = c such fiir ~~ < 
j < K, noch gilt (hierbei muB man natiirlich N, < c verwenden). Damit ist alles 
gezeigt . 
Bemerkung. Offenbar kann man fiir N, < 6 < c, b regulgr, ebenso such einen 
Quasi-p-K8rper mit Konfinalititszahl b finden. Es treten also unter den Quasi- 
p-K6rpern alle nur denkbaren KonfinalitHtszahlen auf. Uber RN/m sagt dies 
noch nichts! 
SATZ 5.4. Fiir jedes n c N ist folgende Aussage zu ZFC (= Zermelo-Fraenkel- 
Mengenlehre mit Auswahlaxiom) konsistent: AZZe Ultrapotenzen RN/m haben die 
KonfinalitZtszahl H, A c 3 N, . 
Bemerkung. Leider ist damit nicht gezeigt, daR (CH) fiir Satz 2.3 notwendig 
ist. Der Satz 5.4 sagt nur, da0 man iiber die Ordnungsstruktur von KGrpern 
RN/m wenig weil3. Es erscheint sehr schwierig, die Konsistenz der Aussage 
“Es gibt m und n: cf(W/tn) = K, und cf(R”/n) = x$” zu beweisen, wenn sie 
nicht sogar falsch ist. 
Beweis des Satzes. Wir stiitzen uns auf die Arbeit von Hechler [14], in der 
u.a. folgender Satz bewiesen wird: 
Sei H die Halbordnung (NN, -G), wobei f + g c> fiir fast alle i E N ist f(i) < 
g(i). Die folgende Annahme ist zu ZFC konsistent (falls ZFC widerspruchsfrei): 
In H existiert eine wohlgeordnete konfinale Teilmenge vom Ordnungstyp K, , 
c >, H, . 
Die kanonische Abbildung N” ---f RN/m fiihrt die Halbordnung 4 in die 
Ordnungsrelation < iiber, wenn m nichtfixiertes maximales Ideal ist. AuBerdem 
ist das Bild von NN in RN/m konfinal. Sei nun F C N” konfinal vom Ordnungstyp 
K, . Also ist das Bild von F in RN/m konfinal. Anders ausgedriickt, haben wir 
eine ordnungserhaltende (nicht unbedingt injektive) Abbildung N, + RN/m. 
Dasselbe Argument wie im Beweis von 5.3 zeigt, da0 die KonfinalitPtszahl von 
RN/m genau N, ist (bei dem erwghnten SchluR ging nur ein, da8 die untersuchte 
Menge kein gr6Rtes Element hatte). 
Das Bemerkenswerte an der Aussage des Satzes in [14] und such unseres 
Satzes 5.4 ist, da0 die Kontinuumshypothese falsch sein kann, und gleichzeitig 
als Konfinalit%tszahl von N” und von Ultrapotenzen von R die Kardinalzahl ~~ 
erscheinen kann. 
Ich mijchte an dieser Stelle Herrn Professor Pareigis herzlich danken. Ohne sein 
Interesse und seine Fiirderung wire die Arbeit nicht in dieser Form zustandegekommen. 
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